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Исследование взаимной динамики стохастических 
нормально распределенных процессов 
при аддитивной амплитудной расстройке между ними1
Функционирование сложных систем возможно характеризовать совместными статистическими 
характеристиками порождаемых этими системами сигналов. Рассмотрены три подхода к оцениванию 
стабильности взаимного поведения двух тестовых процессов. Первый подход основан на расчете коэф­
фициента фазовой синхронизации (КФС) между процессами. Второй метод базируется на определении 
взаимной условной энтропии (ВУЭ) процессов. Согласно третьему методу для оценивания стабильности 
взаимной динамики процессов используется среднее значение функции когерентности (ФК). Исследована 
чувствительность указанных методов к аддитивной амплитудной расстройке между процессами. Рас­
смотрены два типа процессов: с кратковременной зависимостью и заданным временем корреляции (ВК) и с 
долговременной зависимостью, определяемой значением показателя Херста. В исследованиях генерирова­
лись две копии процесса с известными корреляционными свойствами. Затем в одну из копий вносилась ад­
дитивная амплитудная помеха с независимыми отсчетами, подчиняющимися равномерному или нормаль­
ному распределению с одинаковой дисперсией. Для каждого типа помехи и каждого значения ее интенсив­
ности оценивались статистические характеристики КФС, ВУЭ и ФК. Выявлено, что чувствительность 
рассмотренных методов к нормально распределенной расстройке выше, чем к равномерной. При этом
1 Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (исследовательский проект № 16-19-00172). 
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процессы с долговременной зависимостью активнее реагируют на аддитивную амплитудную расстройку, 
чем процессы с кратковременной зависимостью. Влияние показателя Херста для процессов с долговременной 
зависимостью выражено для КФС и ФК. ВК процессов с кратковременной зависимостью влияет на КФС и ВУЭ. 
Полученные результаты позволяют обоснованно выбрать необходимый метод анализа взаимной динамики 
процессов, принадлежащий к рассмотренным в настоящей статье типам.
Коэффициент фазовой синхронизации, время корреляции, показатель Херста, функция когерентности, 
относительная условная энтропия
В последнее десятилетие анализ поведения 
сложных систем в биологии, физиологии, технике, 
при исследовании геоинформационных, климати­
ческих систем, а также во многих других областях 
науки базируется на совместном изучении несколь­
ких сигналов, порождаемых данными системами. 
Такой подход откры вает новые возможности для 
понимания принципов, определяющих поведение 
сложных систем [1]—[5]. Н астоящ ая статья про­
долж ает исследование, отраженное в публикациях
[6] - [ 8]. Рассмотрены несколько подходов к  оце­
ниванию стабильности взаимного поведения двух 
тестовых процессов, в отнош ении которых авто­
рами выявлена чувствительность к  аддитивной ам­
плитудной расстройке.
Тестовые нормально распределенные случайные 
процессы (СП) моделировались в среде программи­
рования Matlab. Рассмотрены два типа процессов: с 
кратковременной и долговременной зависимостью.
С лучай н ы е процессы  с кратковрем енн ой  
зависим остью  характеризуются автокорреляцион­
ной функцией (АКФ) вида K (т) = ст2 ех р (—^ |х |), 
где о -  среднеквадратическое отклонение (СКО) 
процесса; X -  коэффициент, определяющий скорость 
спада АКФ. Как показано в [7], эти процессы могут 
быть получены с помощью авторегрессионного 
фильтра первого порядка с переходной функцией 
Xj+1 = axj , где a  = exp (—1/ хк ) ,  хк -  время
корреляции (ВК); Е,г- -  отсчеты "белого" шума.
П роц ессы  с долговрем енн ой  зависи м остью ,
задаваемой значениями показателя Хёрста (Н), 
формировались фильтром с амплитудным коэффи­
циентом передачи B  ( f  ) = ст2 f  (1 у)/ 2 , 
у = 2 — 2 H . Значение H  = 0.5 соответствует "бе­
лому" шуму, H  = 1.5 -  винеровскому случайному 
процессу. Д ля стационарных процессов, характе­
ризующихся значениями 0.5 < H  < 1, АКФ имеет
вид K  (х) = ст2 |х| у , х ^  0. Далее приведены ре­
зультаты анализа совместного поведения процес­
сов с Н  = 0 .5_1.5.
М одель исследования. При выполнении иссле­
дований генерировались две копии тестовых процес­
сов с заданными корреляционными свойствами. За­
тем в одну из копий вносилась аддитивная ампли­
тудная помеха с независимыми отсчетами, подчи­
няющаяся равномерному в интервале [—A, A] либо 
нормальному закону распределения. Для удобства 
сопоставления получаемых результатов СКО по­
мехи при различных законах распределения уста­
навливались одинаковыми, для чего СКО нор­
мально распределенной помехи задавалось рав­
ным 2 А / л/12. Для каждого типа помехи и каждо­
го значения А, определяющего интенсивность 
помехи, моделирование проводилось 1000 раз. 
В каж дой процедуре моделирования значение А  
увеличивалось до тех пор, пока значения оцени­
ваемых коэффициентов, характеризующих вза­
имную динамику процессов, не стабилизирова­
лись. По результатам серий экспериментов рас­
считывались коэффициенты стабильности взаим­
ного поведения процессов и  оценивались их ста­
тистические характеристики.
Рассмотренные далее коэффициенты оказа­
лись чувствительны к значению и статистиче­
ским параметрам амплитудной расстройки между 
анализируемыми процессами. Они позволяю т ко­
личественно характеризовать стабильность вза­
имной динамики процессов.
Коэффициент фазовой синхронизации (КФС) 
определяется на основе анализа разности фаз 
двух процессов [6] - [ 8]. Расчет КФС опирается на 
мгновенные значения фаз процессов, вычисляе­
мые с использованием преобразования Гильберта, 
определяющего на основе вещественного сигнала
5 ( t ) преобразованный сигнал:
s ± ( , ) = 1 7 х.
п J t — х
—7
П ри этом мгновенные значения фазы опреде­
ляются следующим образом:
<S(t ) = arctg [  5±  (t У  5 ( t )] .
После определения мгновенных фаз, принад­
лежащ их обрабатываемым процессам, формиру­
ется их разность, которая затем обрабатывается в 
скользящем окне. При обработке выделяются ин­
тервалы синхронного поведения процессов. С о­
седние фазовые точки считаю тся принадлеж ащ и­
ми интервалу синхронизации, если СКО разности 
фаз в окне не превыш ает заданного порога.
КФС вычислялся как доля интервалов син­
хронизации в общ ей последовательности данных.
Второй метод базируется на вычислении в за ­
им н ой  условной энтропии (ВУЭ) двух нормализо­
ванных анализируемых процессов х (t ) и  y ( t ) , за­
данных последовательностями отсчетов х  ( i) и 
y  ( i) соответственно (i = 1, N ).
ВУЭ определяет количество информации, со­
держащееся в отсчете y  ( i) при условии, что 
непосредственно перед ним получен определен­
ный фрагмент первой последовательности f x [9]. 
Она принимает нулевое значение, если фрагмент 
процесса х ( t ) несет в себе всю информацию о 
поведении y ( t ) . Если процессы х ( t ) и  y  ( t ) не­
зависимы, ВУЭ принимает некоторое положи­
тельное значение. В этом случае знание х  ( t ) поз­
воляет в некоторой степени прогнозировать пове­
дение процесса y  ( t ) .
Согласно [9] для определения ВУЭ в первой по­
следовательности выделяются фрагменты f  дли­
ной L  - 1  отсчетов, после чего ВУЭ определяется в 
соответствии с выражением
M
C E (L  ) = - £  p  ( f k  )
k =1
N
х !  p  [  y (i )\ fak  ]  log p  [  y (i )\ fok  }  
i=1
где k  = 1, M  -  номер вхождения фрагмента f t  в по­
следовательность отсчетов процесса y ( t ) (M  -  чис­
ло таких вхождений); p  ( f ^ k ) -  вероятность появ­
ления k-го фрагмента f х  в последовательности 
отсчетов процесса y ( t ) ; p  [ y ( i )| fc k  ]  -  условная 
вероятность появления k-го фрагмента / х  непо­
средственно перед отсчетом y  ( i) процесса y  ( t ).
Третий метод основан на использовании среднего 
значения ф ункц ии когерентности  (ФК) двух 
процессов в качестве оценки стабильности их 
взаимного поведения [7]. ФК процессов х ( t ) и
y ( t ) принимает значения в интервале [0, 1] и 
определяется выражением
IP..., I f j2
с  ( f  ) = -
ху ( f  ) f
Р  Сf  ) py  ( f  У
где Рх ( f ) и  P . ( f ) -  спектральные плотности
мощ ности процессов; Рх.  ( f ) -  их взаимная
спектральная плотность. В отличие от КФС и ВУЭ 
функция когерентности позволяет оценить особен­
ности совместного поведения процессов не во 
временной, а в частотной области. Однако ФК от­
ражает лишь особенности линейной связи между 
процессами, в то время как КФС учитывает более 
сложные механизмы их взаимодействия. В качестве 
важного преимущества КФС по сравнению с дру­
гими мерами степени взаимодействия процессов 
следует отметить, что для его оценивания не требу­
ется стационарность наблюдаемых данных.
Результаты  эксперим ента. На рис. 1-3 пред­
ставлены результаты оценивания медиан коэффи­
циентов med S (А) , med C E (А) и  med C (А) со­
ответственно, характеризующих стабильность 
взаимного поведения тестовых СП, в один из ко­
торых внесена случайная аддитивная помеха, 
подчиняющаяся равномерному распределению в 
интервале [-А, А]. Графики на рис. 1-3, а  иллю ­
стрируют изменения медиан оценок коэффициен­
тов для процессов с кратковременной зависимо­
стью при различных значениях ВК тк , рис. 1-3, б 
характеризуют влияние на оценки коэффициентов 
значений показателя Херста (Н) для процессов с 
долговременной зависимостью.
Рис. 4 -6  иллюстрируют зависимости med S  (А ),
med CE  (А) и  med C  (А ), полученные для тесто­
вых данных с кратковременной (а) и  долговре­
менной (б) зависимостями для аддитивной поме­
хи, подчиняющейся нормальному распределению 
с тем же СКО, что и  для помехи с равномерным 
распределением.
В результате экспериментальных исследова­
ний установлено, что оценки коэффициентов, 
представленные в настоящей статье, характери­
зуются крайне малым разбросом, не превыш аю ­
щим 1-2 %  от значений их медиан.
Как можно видеть из рис. 1 и  4, по мере воз­
растания интенсивности аддитивной помехи S  
уменьш ается до нуля, причем его чувствитель­















делением существенно выше, чем в отношении по­
мехи с равномерным распределением отсчетов. 
Процессы с долговременной зависимостью зна­
чительно активнее реагируют на добавление ад­
дитивной помехи к  одному из них, чем процессы 
с кратковременной зависимостью, однако влияние 
значения показателя Х ерста на получаемые оцен­
ки коэффициента синхронизации не так велико. У 
процессов с кратковременной зависимостью при 
увеличении ВК чувствительность КФС к ампли­
тудной помехе снижается.
ВУЭ СЕ  при увеличении амплитудной рас­
стройки возрастает от 0 до предельного значения, 
определяемого свойствами обрабатываемых дан­
ных, для рассматриваемых процессов несколько 
превышающего 2 , причем по мере увеличения рас­
стройки скорость возрастания коэффициента 
уменьшается (рис. 2, 5). Для процессов с кратко­
временной зависимостью увеличение ВК приводит 
к уменьшению ВУЭ. Для процессов с долговремен­
ной зависимостью по мере увеличения параметра 
амплитудной рандомизации А  значение ВУЭ CE  
возрастает быстрее, чем для процессов с кратковре­
менной зависимостью, причем значение показателя 
Херста практически не влияет на оценки СЕ . Для 
нормально распределенной помехи чувствитель­
ность метода выше, чем при равномерной помехе.
Среднее значение ФК процессов C  (рис. 3  и  6 ) 
уменьшается от 1 до 0 по мере увеличения ампли­
тудной расстройки. При этом для процессов с крат­
ковременной зависимостью ВК практически не 
влияет на значения оценок ФК. Для сигналов с дол­
говременной зависимостью при увеличении рас­
стройки коэффициент C  спадает заметно быстрее, 
чем для данных с кратковременной зависимостью, а 
увеличение показателя Херста приводит к  умень­
шению значения C  при тех же значениях параметра 
амплитудной рандомизации А .
Чувствительность метода, основанного на вы­
числении среднего значения ФК, к  нормально рас­
пределенной расстройке выше, чем к равномерной.
На основании полученных результатов можно 
утверждать, что все рассмотренные методы адек­
ватно реагируют на увеличение интенсивности ад­
дитивной амплитудной расстройки, демонстрируя 
большую чувствительность в случае нормального 
распределения последней. Влияние показателя 
Херста для процессов с долговременной зависи­
мостью явно выражено для показателей КФС S  и 
ФК C. Влияние значения ВК для процессов с 
кратковременной зависимостью проявилось в от­
нош ении КФС и ВУЭ.
Полученные результаты позволяют обоснованно 
выбрать приемлемый метод анализа взаимной дина­
мики процессов, принадлежащих к рассмотренным в 
настоящей статье типам, в зависимости от их корре­
ляционных свойств и распределения аддитивной ам­
плитудной расстройки между процессами.
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S. A. Pyko, N. S. Pyko, O. A. Markelov, Yu. D. Uljanitski, M. I. Bogachev 
Saint Petersburg Electrotechnical University "LETI"
Investigation of Mutual Behavior of Stochastic Normally Distributed Processes with Additive 
Amplitude Randomization
Abstract. The joint analysis of several signals is essential fo r better understanding of the principles underlying the 
complex systems dynamics. We consider three methods fo r estimating the stability of the relative dynamics of two surro­
gate processes. The first one is based on calculation of the phase synchronization coefficient S and the second one on esti­
mation of the cross-conditional entropy CE. The third approach uses the average value of the coherence function of the two 
processes -  the coherence coefficient C. We study the sensitivity of these methods in relation to the amplitude randomiza­
tion between test processes. All methods are applied to analyze two types of normally distributed random stochastic pro­
cesses, with either short-term correlations characterized by finite correlation time or long-term correlations with theoreti­
cally infinite correlation time characterized by Hurst exponents. In our research, we generate two copies of the surrogate 
process with either short-term or long-term correlations. Then we attribute the additive white noise to one of these copies 
at first with the uniform distribution and then with the Gaussian distribution and the same variance. Next, we calculate the 
coefficients that characterize the mutual behavior of the two test processes and estimate their statistical characteristics. It 
is found that the sensitivity of all methods to Gaussian additive noise is higher than that of uniform one. We show that pro­
cesses with long-term correlation react more actively to the additive amplitude noise then processes with short-term corre­
lation. The influence of Hurst exponent value fo r the processes with long-term correlation is expressed fo r the coefficients S 
and C. The influence of correlation time is demonstrated fo r the coefficients S and СЕ. Our results may be useful in investi­
gations of the mutual dynamics of two processes belonging to the considered types.
Key words: Phase Synchronization Coefficient, Correlation Time, Hurst Coefficient, Coherence Function, Cross-Conditional Entropy
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